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用于线性噪声时变凸二次规划的归零神经网络 
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摘  要：针对线性噪声可能会对现有的归零神经网络（ZNN）模型求解时变二次规划（TVQP）问题产生负面影

响，从而导致模型收敛缓慢、准确率降低的问题，提出了一种双重积分增强 ZNN（DIEZNN）模型。为了解决线

性噪声的干扰，在 ZNN 原有公式基础上引入双重积分，设计了一个激活函数去除线性噪声的影响。理论分析证

实了 DIEZNN 模型具有收敛性和良好的噪声抑制能力。实验结果表明，与传统的梯度神经网络和其他变量 ZNN

模型相比，DIEZNN 模型收敛更快、精度更高，并且能够有效地解决线性噪声的影响。 
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Abstract: Aiming at the problem that linear time-varying noise may have a negative impact on the existing zeroing neur-

al network model to solve TVQP problem, resulting in slow convergence and low accuracy of the model, a double 

integral enhancement zeroing neural network was proposed. To solve the problem of linear time-varying interference of 

the noise, the double integral was introduced based on the original ZNN design formula, and a activation function was 

designed to eliminate the effects of linear time-varying noise. Theoretical analysis proved that the DIEZNN model had 

convergence and good noise suppression ability. The experimental results show that compared with the traditional gra-

dient neural network and other variable ZNN models, the proposed DIEZNN model has faster convergence and higher 

accuracy, and can effectively solve the linear time-varying noise. 
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0  引言 

二次规划（QP, quadratic programming）问题在

科学计算和工程应用的许多领域得到了广泛应用，

如图像处理[1]、投资组合[2]、调度控制器设计[3]、机

器人运动规划[4]和最优控制器设计[5]等。QP 问题
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是一个基本问题，其他非线性规划问题都可以由

QP 公式近似转化得到。目前，求解 QP 问题的大

多数方法和模型都是基于 QP 公式中的系数是静

态的而不是时变的假设。已有研究人员利用数值

方法串行处理的方式处理这类非静态 QP 问题[6]，

并开发出有效的模型和方法。例如，Zhang 等[6]

提出了一种针对线性等式和不等式约束的静态凸

QP 问题的对偶神经网络；Hu 等[7]提出了一种求

解单调线性变分不等式和 QP 问题的通用投影神

经网络。 

上述代表性工作在处理静态 QP 问题方面取

得了很大的成功。然而，科学和工程领域的 QP

问题大多是非静态的或时变的，因此神经网络求

解非静态 QP 问题的效果可能不如预期。为了应对

这种情况，Li 等[8]提出了一个预定义时间收敛归零

神经网络（PTCZNN）。Zhang 等[9-10]和 Boyd 等[11]

针对在线时变二次优化提出了一种通用的递归神

经网络——归零神经网络（ZNN, zeroing neural 

network）。上述神经网络求解器在无噪声或目标函

数和模型噪声基本可以忽略的情况下仍然有效。

但在现实中，大多数 QP 问题的目标函数和约束条

件容易受到模型噪声和测量噪声的干扰，如机械

臂运动规划在硬件实现过程中容易产生模型误差

和测量误差。此外，恶劣的环境干扰因素和其他

外界因素也是复杂噪声的来源。因此，确保一个

准确的解是极其重要的。原始归零神经网络

（OZNN, original zeroing neural network）模型最初

不是为同时进行噪声抑制的 TVQP 问题的在线求

解而设计的，所以无法在噪声干扰下计算出准确

的解。为了提高抗噪声能力，便于解决噪声干扰

下的 TVQP 问题，还需要开发新的方法。据本文

调研，针对时变噪声干扰下具有时变不等式约束

的特定 TVQP 问题，几乎没有相关的研究。 

本文的主要贡献在于设计了一种双重积分增

强 ZNN（DIEZNN, double integral enhancement 

zeroing neural network）模型来解决这类具有不等

式约束的噪声影响的 TVQP 问题，提出了一种新

的向量值误差处理方法，证明了所提出的

DIEZNN 模型的全局收敛性和鲁棒性，以确保能

达到准确的最优解。 

1  问题表述和初步准备 

具有线性时变不等式约束的时变凸 QP 问题为 
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其中，时间 0[ )t ∈ + ∞， ，向量 ) ( nt R∈x 是未知变量，

需要通过模型修正；海赛矩阵 ) ( n nt R ×∈H ，系数向

量 ( ) nt R∈p ，系数矩阵 ) ( m nt R ×∈C ，系数矩阵

) ( p nt R ×∈A ，系数向量 ( ) mt R∈d ，系数向量

( )  pt R∈b 随时间平稳变化。此外，假设系数矩阵

和系数向量及其时间导数已知或可以准确估计。为

确保解的唯一性，式(1)必须是凸的[12-13]， )(tH 在

每个时刻为正确定性。对于包含等式和不等式约束

的式(1)，通过引入一个非负松弛变量，可以得到仅

包含等式的 TVQP 问题为 

 

T
T

2

( ) ( ) ( )
minimize ( ) ( )

2
s.t. ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

t t t
t t

t t t

t t t t

+

=
+ =

x H x p x

C x d
A x θ b

 

(2)

 

其中， 2 ( ) pt R∈θ 是未知变量，需要获取；当 2 ( ) pt R∉θ
时，就被定义为 （ ）2 ) ( ( )t t t= 〓θ θ θ 。 

此外，噪声扰动可能会中断上述系数。因此，

受时变噪声干扰的 TVQP 问题为 
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其中， ( ))(µ tH 、 ( ))(µ tp 、 ( ))(µ tC 、 ( ))(µ tA 、 ( ))(µ td
和 ( ))(µ tb 表示目标函数与线性约束之间的线性噪

声。施加的线性噪声不会影响海赛矩阵 )(tH 的可逆

性，本文问题式(3)中考虑的线性噪声不会由于保证

系数矩阵 )(tH 的可逆性而破坏其凸性。 

由于式(2)没有不等式约束，可以得到拉格朗日

函数，表示为 
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其中， 1( ) mt R∈λ ， 2 ( ) pt R∈λ 表示拉格朗日仿真向量。 

通过使用 KKT（Karush-Kuhn-Tucker）条件，
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可得到方程 
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根据文献 [1,12,14]可知，如果有 3 个向量

1( ) mt ∈ Rλ 、 2 ( ) pt ∈ Rλ 和 ( ) pt ∈ Rθ ， 将 向 量

1 2( ) [ ( ) ( (  ), ,) t t t t=y x λ λ , T 2( )] m n pt + +∈ Rθ 代入式(4)，

则向量 ) (ty 是式(2)的最优解。此外，方程可以改写为 

 ( ( ), ) 0f t t =y  (5) 

其中，映射函数 f (·)表示式(4)的左侧。其矩阵形式为 
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本文的目的是提出一种具有双重积分增强的归

零神经网络，得到一个满足上述矩阵为 0 的向量，然

后求解非线性方程式(4)和 TVQP 问题式(2)。 

2  神经网络求解和比较 

本节引入了一种新的归零神经网络，给出了用

于对比的原始张神经网络、梯度神经网络（GNN）

和积分增强神经网络模型，来求解具有不等式约束

的线性噪声影响的式(3)。DIEZNN 模型采用了一种

新的误差处理方法，其中包括一个双重积分增强环。 

2.1  原始张神经网络 

为了在噪声条件下对 TVQP 问题进行在线优

化，一个典型的方法是通过神经网络模型将式(5)

归零，OZNN 模型为[14] 

 
( ( ), )

( ( ), ) ( ) ( ( ( ), ))
f t t

t t t Ψ f t t
t

γ ∂
= - -

∂
yy y y〓F  (6) 

2.2  梯度神经网络 

梯度神经网络模型利用标量值的能量函数，试

图通过让梯度为零。GNN 模型本质上是在目标函数

和约束条件中出现常系数的情况下提出的，并可以

扩展到时变情况下。 

线性 GNN 模型为[15] 

 
T( ) ( ( ), ) ( ( ( ), ))t t t f t tγ= -y y y〓 F   

一般非线性 GNN 模型为 

 T( ) ( ( ), ) ( ( ( ), ))t t t Φ f t tγ= -y y y〓 F  (7) 

其中， ·Φ（）为奇数和单调递增的函数数组。 

2.3  积分增强张神经网络 

式(6)可以很好地处理时变 QP 问题，但本文问

题式(3)中的目标函数和约束可以包含可能影响模

型系数的外部噪声。在这种情况下，OZNN 模型的

求解精度会受到噪声的影响。 

IEZNN 的隐式神经网络模型为 
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2.4  双重积分增强张神经网络 

为了在噪声条件下对上述TVQP问题进行在线

优化，一个典型的方法是通过神经网络模型使式(5)

的解为零。因此，本文可以使用式(5)来监测式(3)
的解决过程。定义误差函数 ( )E t 为 

 ( ) ( ( ), )E t f t t= y  (9) 

此外，为了迫使误差函数 ( )E t 对时间 t 的导数

在有限的时间内收敛于零，采用ZNN设计公式如下。 

 ( ) ( ( ( ), ))E t f t tγψ= - y〓  (10) 

其中， 0γ ＞ 为缩放收敛速度的设计参数， ( )ψ · 为

数组形式的激活函数。 

在现实世界中，噪声通常是复杂和变化的，如

线性噪声。面对这种情况，式(8)在解决 TVQP 问题

方面的性能可能并不理想。因此，本文提出了一种

基于双重积分的误差函数来提高 ZNN 的模型对噪

声的性能，表示为 

 1 2 30 0
( ) ( ) ( )d ( )d

t t
E t l E t l E t t l E t t= - - -∫ ∫〓  (11) 

其中， 2 3
1 0 2 0 3 0 0 3 3 3 0l K l K l K K= = = ＜、 、 （ ）表示控

制 DIEZNN 模型收敛速度的指标。 
将误差函数 ( )E t 代入式(9)，可以得到 DIEZNN

的隐式神经网络模型为 

          1 2 30 0

( ( ), )
( ) ( ) ( ( ), ) ( ( ), )d ( ( ( ), )d )d

t tf t t
t t l f t t l f t t t l f t t t t

t
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此外，根据式(11)，第 i 个和第 j 个神经元的动

力学方程可以表示为 
1 2 3 00
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其中， lja 、 ljb 、 ljc 分别表示矩阵  ( )t-I P 、 )(tP 、

( )tP〓 中的对应元素。 

为了进一步研究式(9)在未知噪声污染条件下

的鲁棒性，本文给出方程 

1 2 0
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t t l f t t l f t t t

t
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3 0
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t
l f t t t t t +  ∫ ∫ y Noise  (13) 

其中，噪声 ( ) n mt ×∈ ZNoise 表示矩阵形式的噪声，

如线性噪声。 
值得注意的是，本文问题式(3)中考虑的线性噪

声可以保证系数矩阵的可逆性，不会破坏其凸性。

本文提出的式(12)可以有效解决线性噪声干扰下的

TVQP 问题，且不需要对噪声进行预处理。 

3  DIEZNN 收敛性分析 

本节提出了 2 个定理来讨论 DIEZNN 模型

（式(12)）的全局收敛性，并给出了相应的证明，这

2 个定理分别对应无噪声和线性噪声。此外，对于矩阵

形式的线性噪声，残差 2lim || ( ) ||  t E t→∞ 可以任意小。 

3.1  无噪声收敛性 

本节利用定理 1 来研究 DIEZNN 模型（式(12)）

在无噪声干扰情况下的收敛性。 

定理 1 DIEZNN 模型全局收敛于 TVQP 问题

的理论解，即式(12)的解向量 ( )tx 最小化的理论值满

足约束。 
证明 对 ( )E t 的两边取二阶导数得到 

 1 2 3( ) ( ) ( ) ( )E t l E t l E t l E t= - - -〓〓〓 〓〓〓   

进行拉普拉斯变换得到 
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进一步得到 
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因为 s0 的实部在左半平面上，所以 E(t)k是稳定

的，使用均值定理可得到 
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3.2  线性噪声收敛性 

本节利用定理 2 来研究 DIEZNN 模型（式(12)）

在线性噪声扰动下的收敛情况。 

定理 2 DIEZNN 模全局收敛于线性时间间隔

噪声下 TVQP 问题的理论解，即式(12)的解向量

( )tx 的理论值，该值使目标方程最小并满足约束。 

证明   对 1 2 30 0
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2 3( ) ( )l E t l E t-〓 ，取 a 的拉普拉斯变换线性方程 
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进一步得到 
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因为 s0 的实部在左半平面上，所以 E(t)s 是稳定

的，使用均值定理可得到 
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4  实验与分析 

本节使用OZNN 模型（式(6)）、GNN 模型（式(7)）、

IEZNN 模型（式(8)）和 DIEZNN 模型（式(12)）来

解决噪声扰动下受等式和不等式约束的 TVQP 问题

（式(2)），进一步证明了式(12)的全局收敛性。通过对

模型残差的比较，生动地展示了式(10)的优越性。 
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4.1  实验 1 

本文使用OZNN模型（式(6)）、GNN模型（式(7)）、

IEZNN 模型（式(8)）和 DIEZNN 模型（式(12)）来

求解实验 1 受线性噪声的影响，并在求解 TVQP 问题

时分析每个模型的神经状态曲线和残差值。关于线性

噪声的详细 TVQP 问题对应的矩阵为 

1

2

T

sin cos
1 0.1

4 2( )
cos cos

1
2 4

( )sin(3 ) 0.1
( ) , ( )

( )cos(3 )
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( ) cos(2 ) 0.1 , ( ) [13.3,13.3,13.3,13.3]
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p x
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A C

I
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(14)

 

仿真结果如图 1～图 3 所示。图 1 和图 2 分别给

出了当 10γ = 和 15γ = 时，OZNN、GNN、IEZNN

和 DIEZNN 模型求解式(12)对应的神经状态分布。

从图 1 和图 2 可知，随着时间的推移，IEZNN 和

DIEZNN 的神经状态分布趋于重合，但从图 1 和

图 2 的放大图例可以看出，2 个模型的神经状态分

布不完全一致，存在一定的偏差。而 GNN 和 OZNN

的神经状态分布曲线完全不重合，且随着时间的推

移，差异越来越大。 

为了展示更明显的差异，图 3(a)和图 3(b)分别

显示了当 10γ = 和 15γ = 时，4 个模型求解式(12)

的残差。利用残差 2 2( ) ( ( ), )E t f y t t=‖ ‖ ‖ ‖ 来评估误差

性能，表示为 e。从图 3(a)和图 3(b)中可以看出，

OZNN 模型和 GNN 模型的残差随时间的推移而增

加，这意味着 OZNN 和 GNN 在面对时变噪声干扰

的 TVQP 问题的解和理论解之间的偏差随时间的推

移而增大。当 γ=15 时，IEZNN 模型的残差的阶数范

围较大，为 110- ～ 210- 。残差大意味着 IEZNN 模型

 
图 1  10=γ 时，4 个模型求解式(12)对应的神经状态分布 

 
图 2  15=γ 时，4 个模型求解式(12)对应的神经状态分布 



第 4 期 李建锋等：用于线性噪声时变凸二次规划的归零神经网络 ·231· 

 

的神经网络解总是滞后于理论解，这在实际应用中是

不可接受的。与对比的 3 种模型不同，当 10γ = 、

1.8 st = 时，DIEZNN 模型的残差减小到 410- ～ 510- 。

此外，当  15γ = 时，残差减小得更快，当 1.3 st = 时，

残差减小到 510- ～ 610- 。这些结果进一步证明了

DIEZNN 模型的有效性和优越性。 

4.2  实验 2 

为了进一步研究 DIEZNN 模型的有效性和优

越性，本文提出了第二个 TVQP 问题对应的矩阵为 
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仿真结果如图 4～图 6 所示。 

图 4 和图 5 分别显示了当  10γ = 和 15γ = 时，

OZNN、GNN、IEZNN 和 DIEZNN 模型求解式(13)

对应的神经状态分布。从图 4 和图 5 中可知，IEZNN

和 DIEZNN 的神经状态分布随着时间的推移趋于

重合，而 GNN 和 OZNN 的神经状态分布完全不重

合，差异随着时间的推移越来越大。此外，IEZNN

和 DIEZNN 的神经状态似乎一致，但从放大的图例

中看到，这 2 个模型的神经状态分布并不完全一致，

且存在一定的偏差。 

为了展示更明显的差异，图 6(a)和图 6(b)分
别显示了 10γ = 和 15γ = 时 4 个模型求解式(13)

对应的残差。从图 6 中可以看出，OZNN 模型和

GNN 模型的残差随着时间的推移而增加，这意味

着 OZNN 和 GNN 在面对线性噪声干扰的 TVQP

问题的解和理论解之间的偏差随时间的推移而增

大。此外，当 10γ = 和  15γ = 时，IEZNN 模型的

残差为 10−1～10−2。与对比的 3 种模型不同，当

 
图 3   10γ = 和 15γ = 时，不同模型求解式(12)的残差 

 
图 4   10γ = 时，4 个模型求解式(13)对应的的神经状态分布 
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 10γ = 、 1.9 st = 时，DIEZNN 模型的残差减小到
410- ～ 610- 。此外，当 15γ = 时，残差减小得更

快，当 1.3 st = 时，残差减小到 510- ～ 710- 。这些

结果进一步证明了 DIEZNN 模型的有效性和优

越性。 

5  结束语 

本文提出了 DIEZNN 模型来解决带有不等式

约束的噪声干扰 TVQP 问题。与一般的数值方法

GNN、OZNN 和 IEZNN 不同，DIEZNN 模型仍然

具有全局收敛性和鲁棒性。此外，理论结果验证

了该解的收敛性和鲁棒性。最后，通过将 DIEZNN

与 GNN、OZNN、IEZNN 的实验结果进行比较，

进一步验证了 DIEZNN 模型在线性噪声约束条件

下在线求解 TVQP 问题方面具有良好的有效性和

优越性。 
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